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R&am&!. Etant don& un alphabet ordonnC, un mot de Lyndon est un mot primitif qui est le plus 
petit dans sa classe de gaison. Nous donnons ici un algorithme qui construit dans l’ordre 
la liste des mots de Ly de longueur donnie. Cet algorithme est optimal en ce sens que le 
calcul du mot de Lyn n temps lineaire B partir du mot p&&dent et 
sans utilisation dune Cet algorithme trouve son application dans la construc- 
tion d’une section de aison d’une Eungueur donnee; c’est une kponse ii une 
question posCe P l’auteu 
Abstract. Given an ordered alphabet, a Lyndon word is a primitive word which is minimum in 
its conjugation class for lexicographical ordering. We give an algorithm which gives the list in 
order of all Lyndon words of a given length. The algorithm is cptimal in the sense that computing 
each new Lyndon word in the list is done in linear time and with no auxiliary memory. As an 
application, we give a construction of a s&on of conjugation classes of given length. It is EPI 
answer to a question raised to the author by M.P. Schiitzenberger. 
Contents 
0. Lltroduction ...................................................................... 255 
1. Notations ........................................................................ 263 
“1. La suite dcs mots de Lyndon de 1onTueur bornCe et sa construction. ..................... 265 
2.1. Arbre des mots de Lyndon et de leurs puissances .................................. 270 
2.2. Dun mot de Lyndon I son suivant de longueur donnCe ............................ 272 
2.3. Arbre des mots de Lyndon et leurs puissances, de longueur au plus n ................ 279 
3. GCniration d’une section des classes de conjugaison de longueur fixee ................... 280 
Conclusion ....................................................................... 283 
Refkrences ....................................................................... 283 
0. Introduction 
Soit (A, <) un al’habet totalement ordonn6. Un mot de longueur n est une suite 
U = a,... a, de n lettres de A. Nous dhsignons par u[ i] la iZme lettre aj du mot EC 
et par u[l . . . i] le prefixe a, . . . ai de longueur i de ce mot. ur un mot u de 
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longueur n on a u = u[l . . . n]. Le monoi’de libre A* est l’ensemble des mats sur 
l’alphabet A muni de la concat&nation. NOUS notons u . v la concatenation de deux 
mots u et v. 
L’ordre Zexicographique < sur A* est le prolongement nature1 de l’ordre sur A, il 
est defini par 
u < v ai et seulement si u est different de v, et 
soit u est un prefixe de v, 
soit il existe j tel que 
u[l...j-l]=v[l...j-1] et u[j]<v[j]. 
Du fait que l’on peut avoir u c v avec u prefixe de v, l’ordre lexicographique 
n’est pas stable pour la concatenation Bdroite. L’irGgalitC forte << definie par u << v
si et seulement si u c v et u n’est pas un prefixe de v, est stable pour la concatenation 
;i droite. 
a suite, M designe la lettre maximum de l’alphabet fini A, et, pour toute 
lettre a diff erente de M, s(a) designe la lettre suivante de a dans l’ordre de l’alphabet. 
Pour les examples on prend l’alphabet de deux lettres A = {a, b}, on a M = b et 
s(a) = b. 
Deux mots de msme longueur u = a, . . . a, et v = bl . . . b,, sont conjugu&s s’ils se 
deduisent l’un de l’autre par decalage circulaire, c’est-a-dire s’il existe un entier i tel 
que 
u[l . . . n]=v[i...n].v[l...i-11. 
La conjugaison est une relation d’equivalence. La classe de conjugaison d’un mot 
a, . . . a,, (ou mot circulaire) peut a priori Gtre designee indiff eremment par a1 . . . a,, 
ou l’un quelconque de ses conjugues. Tous les mots d’une meme classe de con- 
jugaison sont de la mgme longueur. Nous disons de la classe d’un mot de longueur 
n que c’est une classe de longueur n. 
Exemple. Les mots de longueur 3: 
aaa, aab, aba, abb, baa, bab, bba et bbb 
se repartissent en quatre classes: 
bd, (aab, aba, baa), (abb, bab, bba) et (bbb). 
Le reprkentant distingue’ d’une classe de conjugaison est, c’est notre choix, le 
plus petit de ses elements pour l’ordre lexicographique. 
e. Le mot aab est le representant de la classe de conjugaison {aab, aba, baa}. 
Le mot abab est le representant de la classe {abab, baba}, et aabb est le representant 
de la classe (aabb, abba, bbaa, baab). 
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L’ordre lexicographique sur les mots est un ordre sur les reprdsentants, il icduit 
une relation d’ordre sur les classes de conjugaison. 
xemple. Les difftkentes classes de longueur 3 prises dans l’ordre croissant sont: 
{44, (aab, aba, baa), (abb, bab, bba} et {bbb}; 
elles apparaissent ici prises dans l’ordre de leurs representants respectifs: 
aaa, aab, abb et bbb. 
Entre la classe a et la classe ab il y a une 
(aa, aaa, aaa, . . . , a”, . . . ); 
on ne peut done pas parler sans restriction 
conjugaison. 
infinite de classes: 
de la suite croissante des classes de 
Pour une longueur n donnee, il y a un nombre fini de classes de longueur n, on 
peut done parler de la sCte croissante des classes de longueur n ainsi que de la 
suite croissante des classes de longueur au plus n. Dans l’un ou l’autre de ces deux 
cas, fix6 par le contexte, nous parlons done legitimement de la classe suivante d’une 
autre classe. 
Exemple. La suite croissante des differentes classes ce 
(4, W4 ka), (aab, aba, baa), 
longueur au plus 3 est: 
w, w, (abb, bab, bba), ud , { bbb}. 
M.P. Schiitzenberger nous posait la question suivante: peut-on construire une 
section des classes de conjugaison, c’est-a-dire un representant par classe, sans avoir 
h mimoriser les classes prealablement construites pour diterminer les representants des 
classes restan tes ? 
La reponse que nous y apportons est une construction de la suite des classes de 
longueur n, oti chaque classe est determike 5 partir de la seule connaissance de la 
prec$dente. La mkthode suivante (d&rite en pidgin Pascal) illustre assez bien l’esprit 
et la frugalid des moyens mis en oeuvre pour y parvenir: 
e: UPI reprtfsentant pwr chaque classe des mots de longueur n ; la suite des 
ots &? Lyndon de longueur au plus n. 
a designe la plus petite lettre de l’alphabet; 
M designe la plus grande lettre de l’alphabet; 
w[l . . . n] est un tableau de PI lettres. 
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(1): /* w[l. . . i] est un mot de Lyndon */ 
pour j := 1 i n - i faire w[ i + j] := w[ j]; 
(2): I* 
(3): /* 
(4): I* 
pour chaque j tel que i divise j: w[ 1 . . . j] est le repkentant d’une classe de 
longueur j s n. */ 
si i divise n, w[ I. . . n] est le reprkentant d’une classe de mots de 
longueur n. */ 
w[l... n] est un prife des mots de Lyndon et classes de longueur supgrieure 
ci n. */ 
l l - I.--. 
taW& i>O et w[i]= M faire i:= i-l; 
si i > 0 alors w[ i] := s( w[ i]); 
jusqu’ii i = 0; 
fin. 
Les lignes qui portent les labels (l), (2), (3) et (4) sont des commentaires. Bien 
que les labels (2), (3) et (4) designent un m6me point du programme, il nous est 
commode de les distinguer pour distinguer du m2me coup differents commentaires. 
Seul le commentaire de la ligne (3) Porte directement sur la repkentation des 
classes. Precisons d&s a present l’interp&ation qu’il convient de faire de ces diff kents 
commentaires. Si l’on dkoule la mCthode jusqu’a son terme: 
(1): 5 chaque passage ligne (l), on voit un nouveau mot de Lyndon w[l . . . i]; 
ainsi c’est la suite des mots de Lyndon de longueur au plus n que l’on “voit defiler” 
dans l’ordre lexicographique a la ligne (1); 
(2): c’est la suite des representants des classes de longueur au plus n que l’on 
“voit defiler” dans l’ordre lexicographique 5 la ligne 2; 
(3): c’est la suite des representants des classes de longueur n que l’on “voit 
defiler” ligne (3), B raison d’une classe w[ 1 . . . n] chaque fois que n est divisible 
par i. 
(4): soit u = w[l . . . i] au passage precedent 5 la ligne (l), soit v la valeur 
correspondante au passage suivant ligne (1); alors w[ 1. . . n] est un pr6fixe de tous 
ndon et classes de longueur superieure a n qui sont compris entre u 
et v. 
On comprend que, sous reserve que les commentaires oient justifies, or ils le 
sont, cette methode nous permet d’engendrer tout B la fois: 
- la suite des mots de Lyndon, 
- la suite des representants des differentes classes de longueur au plus n, 
- la suite des prefixes de longueur n des mots de Lyndon et classes de longueur 
strictement superieure a n; 
le tout dans l’ordre lexicographique t en ne memo&ant pas plus d’un mot a la fois. 
Nous notons les valeurs successives de la variable i et de 
es successifs ur les Iignes (l), (2) et (3) dans la Table 1. La 
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Table 1 
Y__.,_.. --. _- 
mots de Lyndon classes 
longueur S-4 
longueur 64 longueur = 4 
i= 1 
i=4 
i=3 
i=4 
i=2 
i=3 
i=4 
i = 1 
aaaa 
aaab 
aaba 
aabb 
abab 
abba 
abbb 
bbbb 
a 
aaab 
aab 
aabb 
ab 
abb 
abbb 
b 
a, aa, aaa, aaaa 
aaab 
aab 
aabb 
ab, aba 
abb 
abbb 
aaaa 
aaab 
aabb 
abab 
abbb 
bbbb 
suite des representants des six classes de longueur 4 est 
aaaa, aaab, aabb, abab, abbb, bbbb. 
Chaque mot w[l . . . 41 est pr6fixe d’un mot de Lyndon ou d’une classes de longueur 
supkieure B 4. Par exemple, aaba qui n’est ni un mot de Lyndon ni le representant 
d’une classe est un prefixe du mot de Lyndon aabab. 
La vkitable clef de cette m&hode et de son analyse est le passage d’un mot de 
Lyndon de longueur n & son suivant de la m6me longueur. Les autres classes et 
mots de Lyndon sont obtenus comme intermediaires. 
Exemple. Ditaillons pour n - 7, le passage de la classe aababbb & sa suivante 
aabbabb: 
ligne (1): ~$1 . . . i] ligne (3) “ tantque” 
. . . i=7 aababbb aabe i=4 
aabb i=4 aabbaab aabbae i=6 
aabbab i=6 aabbaba aabbubll” i=7 
aabbabb i=7 aabbabb . . . 
Le mot de Lyndon suivant aababbb est le mot aabbabb. 
Nous nous int&essons plus precisement 5 la notion clef de mot de Lyndon. Un 
mot est @&if s’il n’est pas puissance exacte d’un autre mot. Dans une mcme 
classe de conjugaison, les mots sont tous primitifs ou tous imprimitifs. Cette propriete 
est li6e b la classe elle-meme. Nous parlons done i-ie classe primjtive o 
Un mot de Lyndon est un mot u = a1 . . . a, qui est strictement plus petit que chacun 
de ses suffixes propres aj . . . a,, j > I (cf. [I]). 
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Le lecteur se reportera au Lothaire [5] pour une etude plus approfondie de la 
conjugaison et des mots de Lyndon. 11 y trouvera notamment la preuve du r&.&at 
suivant. 
0.1. Proposition. Les propri&% suivan tes son t vt+if%es: 
(a) Un mot de Lyndon est un mot primitif qui est le plus petit dans sa classe de 
conjugaison. 
(b) Le plus petit element d ‘une classe de conjugaison primitive est un mot de Lyndon. 
(c) Le plus petit element d ‘une classe de conjugaison imprimitive est une puissance 
(non triviale 0 ou 1) d’un mot de Lyndon. 
Exemple. Le mot de Lyndon aaab est le representant de la clause primitive 
(aaab, aaba, abaa, baaa). Le mot abab qui est le car& du mot de Lyndon (zb est le 
representant de la classe imprimitive {abab, baba}. 
Cette proposition etablit le lien suivant entre la representation des classes de 
conjugaison et les mots de Lyndon: engendrer ia suite des repkentants des classes 
de conjugaison de longueur fMe (respectivement bornee) se ramkne ci engendrer la 
suite des mots de Lyndon et puissances des mats i yndon de longueurjixke ( respective- 
ment bornee). C’est dans ces termes que nous considCrons le probleme de la 
gemSration des repr+sentants des classes de conjugaison. 
Le resultat que nous Ctablissons (TlGoreme 2.12) s’exprime de faGon algorithmique 
par: &ant donne’ un mot de Lyndon u de longueur i, soit w k d&eloppement periodique 
du mot u h ia longueur n, soit v le suivant immgdiat de w pc;ur l’ordre lexicographigue 
de longueur au plus n. Le mot v est le mot de Lyndon de longueur au plus n qui suit 
imm6diatement u, et le mot w est un pr$ixe de tout mot de Lyndon compris entre u 
et 2). 
Ceci justifie le commentaire de la tigne (1): si on passe ligne (1) avec un mot de 
Lyndon de longueur au plus n, on revient en cette ligne avec le suivant de longueur 
au plus n. Ceci justifie 6galement le commentaire de la ligne (4). 
xemple. Pour n = 9, le mot de Lyndon u = aabbb, et i = 5 
aabbb mot de Lyndon u = aabbb 
a a b b b ti a b b developpement B la longueur 9: w = aabbbaabb 
a a b b b a + “tantque” 
aabbbab suivant mot de Lyndon v = aabbbab 
Le mot de Lyndon de Iongueur au plus 9 qui suit 2; = aabbb est le mot v = aabbbab. 
Le mot aabbbaabb, d&eloppement periodi ue de u a la longueur 9, est un p&fixe 
de tout mot de Lyndon compris entre aabbb et le mot de Lyndon suivant aabbbab. 
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Exemple. Construction de tous les mots de Lyndon de longueur au plus 4: 
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a 
aaaa 
aaa< 
aaab 
aaab 
aa* 
aab 
aaba 
aabb 
a+= 
ab 
abab 
abe 
abb 
abba 
abb< 
abbb 
lbbb 
< 
b 
bbbb 
developpement i = 1 
“tantque” 5 = 4 
suivant -
d6veloppement i = 4 
“tantque” i = 3 
suivant -
d&eloppement i = 3 
suivant -
“tantque” i = 2 
suivant -
dkeloppement i = 2 
“tantque” i = 3 
suivant -
developpement i = 3 
“tantque” i = 4 
suivant -
developpement i = 4 
“tantque” i = 1 
suivant -- 
developpenent i = 1 
“taotque” i = 0. 
mot de Lyndon: a 
mot de Lyndon: aaab 
mot de Lyndon: aab 
mot de Lyndon: aabb 
mot de Lyndon: ab 
mot de Lyndon: abb 
mot de Lyndon:abbb 
mot de Lyndon: b 
NOUS retrouvons les mots de Lyndon de l’exemple precedent. 
11 est clair que chacun des elements mentionnes est effectivement construit dans 
w[l . . . n]. Par consequent, il peut 6tre exploit6 sans autre calcul a l’instant 06 on 
12 rencontre (notamment il peut 2tre Ccrit). 
Nous prkcisons dans la Section 1 les notations et les notions de developpement 
p&r;odique (fonction D) et de suivant de longueur bornee pour l’ordre 
lexicographique (fonction S). 
Dans la Section 2 ob nous exposons de fagon plus detaillee les resultats portant 
sur les mots de Lyndon, nous voyons le resultat qui determine le passage d’un mot 
de Lyndon B suivant (ThCoreme 2.12). 
Dans la Section 2.1, nous remarquons que c’est la troncature aune hauteur donnee 
de l’arbre des mots de Lyndon qui se trouve const:t*% en un temps qui est 
proportionnel a la taille de cet arbre (Lemme 2.15). 
le. L’arbre des mots de Lyndon tronque a la hauteur 4 est represent6 ci- 
essous. Les mots de Lyndon y sont marques par “*‘r, les classes ont arquees 
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par ‘W ou “+“, les p&fixes ‘un mot de Lyndon plus longs sont marques par “*“, 
o+v’, ou X”; hormis les puissances de b qui sont des reprisentants de classes ans 
$tre des pr6fixes de mots de Lyndon plus longs. 
b* 
prefCixe de aabab 
prkfixe de abbabbb 
I,, b- b+ b+ 
Nous ne donnons un exemple de mot de Lyndon plus long que pour ceux des mots 
de longueur 4 qui sont des prefixes ans etre ni un mot de Lyndon ni le representant 
d’une classe. 
L’arbre ci-dessus est styli& sous la forme suivante: 
a*a+ a+ a+ 
b* 
b* a- 
b* 
b* a- b+ 
b* a- 
b* 
b* b+ b+ b+ 
C’est sous cette forme styli&e que les arbres sont repr&ent& pour la suite. 
Nous voyons (Exemple 2.18) qu’avec la methode qui vient d’2tre exposee, le 
passage d’un mot de Lyndon a son suivant de longueur n (fonction L’) peut necessiter 
jusqu’k de l’ordre de n2 operations Mmentaires ce qui ne nous satisfait pas. Nous 
6tablissons done a la Section 2.2 un resultat plus fin (Th6orGme 2.19) sur la base 
duquel le passage d’un mot de Lyndon de longueur n ii son suivant de mcme 
longueur (fonction t”) ne nkessite pas plus de n operations elkmentaires (Proposi- 
tion 2.22); ceci tout en conservant la construction effective de tous les mots de 
Lyndon et classes de longueur au plus n. Les prefixes des mots ou classes de longueur 
strictement supkieure a n ne sont plus construits (bien que toujours caractCris&). 
L’arbre des mots et puissances de longueur au plus n est construit mais ce n’est 
plus exactement la troncature d’un arbre plus grand. 
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Exemple. Arbre des mots de Lyndon et des classes de longueur au plus 4: 
a* a+ a+ a+ 
b* 
b* b* 
b*ab+ 
b* b* 
6:s b+ b+ b+ 
La diff&cnce entre les deux arbres tient a ceci: dans le premier cas, le passage 
de la longueur n 5 la longueur n + 1 est une extension, alors que dans le second 
cas, il faut reins&er des chemins en de@ de la longueur n pour ceux des mots de 
Lyndon de longueur n + 1 dont le prefixe de longueur n n’est pas lui-m$me un mot 
de Lyndon. 
Le temps total de calcul de l’arbre est de l’ordre du nombre de ses noeuds. Autant 
dire que construire l’arbre prend le temps de l’ecrire. Dormer une evaluation du 
nombre de ses nceuds dans chacun des deux cas est un calcul qui reste a faire. 
La Section 3 dans laquelle nous traitons de l’application B la generation des 
classes est assez reduite puisque nous venons d’en dire l’essentiel. 
1. Notations 
Etant donnC un mot u de longueur m, on designe par u[i] la i&me lettre de ce 
mot; pour un mot u = a, . . . a,, on a u[ CJ = ai. On designe par u[ 1 . . . i] le prefixe 
a,. . . ai de longueur i de ce mot. On a u = u[l . . . m] = a, . . . a,. 
Deux notions nous sont particulierement u iles pout la suite, celle de developpe- 
ment p6riodique et celle de suivant d’un mot B longueur bomee. 
Etant don& un mot u de longueur m Ie dheloppement phiodique de u a la 
longueur n est le mot de longueur n, w = D( n, u), caract&% par: 
- pour 1SiSm et iSn on a w[i]=u[i], 
- pour 1GiSn -m on a w[i+m]= w[i]. 
Autrement dit, le developpement pdriodique II@, u) est la sesquipuissance de 
longueur n du mot u. 
La fonction qui construit ce developpement e:;t d&rite en pidgin Pascal ci-apres; 
il en scra de msme pour les suivantes. Pour chacune de ces fonctions on ne consid5re 
que le tableau de lettres de l’alphabet. 
w[l... nmax] est une variable globale 
ou nmax est le nombre maximum p&vu de lettres dans un mot. Un mot u est donni 
par sa longueur i, le mot u effectivement consider6 est le prefixe u = w[ 1 l l l i] de 
la variable globale w. Ce mode de transmiwion joue aussi bien en entrie qu’en 
sortie; un resultat en sortie est egalcment dorlne ar sa longueur. Ceci atteste que 
nous ne memorisons jamais plus d’un mot B la fois. 
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ement p6riodique d’un mot ci la longueur n. 
sortie: n, v = w[ 1 *. . n] avec v = D( n, u); 
v est le dkveloppe ent p&iodique de u 5 la longueur n. 
fonction D( n, m); 
dkbut 
pour i := 1 & n - m faire w[ i + m] := w[i]; 
/* pour chaque i tel que m divise i: w[ 1. . . i] est une puissance de w[ 1 . . . m] */ 
D:= n; 
fin. 
1.1. Exemple 
m=3, u = laabl 
D(8,u) = laab~aab~aa 
Si n est un multiple exact de m, n = q * m, Din, u) est la puissance qbme du mot 
u; on note 
D( n, u) = u? 
Si n=q* m+r avec OQSm, et v=u[l... r], D(n, u) est une sesquipuissance; 
on note 
D(n,u)=uq.v. 
Cette notation est pourvue de sens pour m = n, on a v = u. Nous n’avons done pas 
unicite de l’kiture quand FW divise n. Le choix de l’une ou l’autre condition 0 6 r < m 
ou 0 < r =S m, est pr&is6 dans le contexte selon ce qu’il nous intkesse de mettre en 
evidence. 
xemple 
u=,aab, 
D(l1, u) = aab,aabaabaa=(aabj3.(aa) 
I I D 
U u U V 
Rien n’interdit en soi que n < m auquel cas le developpement periodique du mot 
u B la longeur n est le pr&xe de longueur n du mot u; on a q = 0. Ceci nous autorise 
B parler de d6veloppement p&iodique sans condition sur les valeurs de m par 
rapport B n. 
Soit tl un mot de longqeur m qui n’est pas une puissance de la lettre maximum. 
Nous appelons uivant de u le plus petit mot de PYongueur auplus m qui est supkieur 
B 24; nous notons S(n) ce suivant. S(U) e& le plus petit mot qui est superieur ib u 
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sans que u soit un pr&xe de ce mot. S(u) est done le suivant de u pour l’inegalite 
forte <<. 
Soit u un mot de longueur m, o = S(u) et i la longueur de v; 0 est caract6risC 
par les propri&& suivantes: 
iW?I, 
v[l... i-l]=u[l...i-11, 
v[ i] = s(u[ i]), 
pour i<jsn on a u[j]= M, 
03 A4 est la lettre maximum de l’alphabet et s(a) la lettre suivante d’une lettre a. 
Algorithme: Suivant d ‘un mot pour l'inkgalite' forte. 
0 entree: i, u = w[ 1 . . . i] non puissance de la lettre M; 
sortie: j, v = w[ 1 . . . j] avec v = S(u) le plus petit mot tel que u < v et u non 
prbfixe de v. 
foncthn S(i); /*S majuscule s’applique 42 un mot */ 
d6but 
tantque w[i]= M faire i:= i-l; 
w[ i] := s(w[i]); /*s minuscule s’appliquc i une lettre */ 
S:= i; 
fin. 
1.3. Exemple 
u = labbabbbl i=7 
[abbe== 1 j=4 
S(u) = labbbl 
Remarques. (1) &ant donn6 un mot u, le plus petit mot w qui est plus grand que 
u est le mot u . a oti a est la plus petite lettre de l’alphabet. La notion de suivant 
n’a done pas d’intCr6t si on admet que u soit un prefixe de son suivant. 
(2) Si u est une puissance de la lettre maximum et u c w, le mot u est nkessaire- 
ment un prefix de w, on ne peut done pas parler de suivant de u au sens ou nous 
l’avons defini. 
(3) La fonction D( n, i) est exkutee en un temps de l’ordre de n - i, le nombre 
de r&ritures d’une lettre. La fonction S(a’) est executee n un temps de l’ordre de 
i-j 06 j = S(i), soit i -j + 1 comparaisons d’une lettre avec la lettre maximum et 
une r&criture d’une lettre. 
Un mot 1.4 =a,. . . L?, est un mot de Lyndon si et seule ent si il est strictement 
inferieur zi chacun de ses suffixes propres aj. . . a,, 1 <j (cf. [I]). 
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Pour me introduction aux propr%Gs combinatoires des mats de Lyndon on se 
reportera B [5]; le lecteur y trouvera en particulier la d6monstration des deux 
propri&is de base que nous rappelons immediatement. Lapremiere reprend le point 
(a) de la Proposition 0.1 de I’introduction. 
2.1. Proposition. Les conditions &antes sont 6qWalentes: 
(a) ~=a~... a,, est un mot de Lyndon; 
(b) u = Q1.. . a,, est strictement inf5+ut ii chacun de ses conjug& propres 
ai...a,Ul . ..@_I. l<i; 
(c) u = a,. . . a,, est inf&iezr ci chacun des ses su@xes ai. . . a,, I< i 
2.2, Exemple. Les mots a, ab, oaiiab, b sont des mots de Lyndon. Le mot abab n’est 
pas un mot de Lyndon. On voit avec le mot u&z6 qui est 6gal& son conjuguh a6ab 
que la condition strictemenQ inferieure concernant les conjugu& esa essentielle. 
2.3. Lemme. Le prod& u. v de deux mots de Lyndon u et ZI est un mot de Lyndon si 
et seulement si u C 0. 
2.4. Remarqee. Le produit u. v peut he un mot de Lyndon avec u mot de Lyndon 
sans que t’ soit iui-m6me un mot de Lyndon. Par exemple u = aaab, v=abaab; 
aaababaab est un mot de Lyndon mais v n’en est pas un. 
.S. Corollaire. Soit u et v deux mots de Lyndon, k’ et k” deux entiers non nuls. & 
mot uk’. vkn est un mot de Lyndon compris entre u et v. 
imonstratioa. D’aprh le Lemme 2.3, u. v est un mot de Lyndon. D’aprh la 
Proposition 2.1(c), u. v c v; par consequent, u. v est un molt de Lyndon compris 
entre u et 8. Par rhrrence sur k”, u . d” est un mot de Lyndon. Par rhrrence sur 
k’, uk’-l . u. vk” est un mot de Lyndon. Cl 
le. Soit u = aab, v = ab, k’ = 2, k” = 3. Les mats u et v sont deux mots 
de Lyndon, on a u c v done 
w=(aab).(aab).(ab).(ab).(ab) 
est un mot de Lyndon. 
Une &de des propriih plus particuli5rement liies 51 la reconnaissance, g Ia 
factorisation et & la piriodicit6 des mats est faite en [2,3,4]. Nous nous situons ici 
ans la perspective niration siquentielle des mats de Lyndon, et ceci sans 
pel ii une mimorisation de 
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Lyndon suivant d’un ,c-rtre mot de Lyndon sans mettre une restriction sur la longueur 
des mots consid&&. C’est ce que nous faisons immediatemcnt. 
Etant donn6 un mot de Lyndon u qui ne se kduit pas B la lettre maximum et un 
entier n, nous dhignons par L(n, u) le plus petit mot de Lyndon de longueur au 
plus n qui est suphieur 3 u. La premi re question qui retient notre attention est le 
passage d’un mot de Lyndon u ii son suivant t(n, u). 
2.7. Proposition. Soit u un mot de Lyndon de longueur m, n un entier m G n, et 
w = D( n, u) le dheloppement phiodique cle u ri la longueur n. Alors: 
- il n’existe pas de mot de Lyndon compris entre u et w; 
- ii n’ex&!e 53~ dd puissance d’un mot de Lyndon autte que u comprise entre u et w. 
Bimonstration. Soit v un mot de Lyndon compris entre u et w: u c v c W. 
Cas 1: v est un prefixe de w: 
U 1 c 
v L 
IP = sl 
W i 
I I I I I 
I 1 I I 
Cas 2: v n’est pas un prefixe de w. 
U c-4 
0 w---c 
I 
I PSI 
I 
w C-----3---*- 
Dans tous IAS cas, il existe un pr6fixe p de u et un suffixe s de v tels que s G r. 
On a s d p, p d u, et u < v. Le mot v est plus grand que sod suffixe s, ce n’est done 
pas un mot de Lyndon. 
soit v un mot de Lyndon tel que u < v“ c w. D’aprks ce qui prh&de, v n’est pas 
compris entre u et w, par consbquent v s u < vk. De meme u ne peut pas hre compris 
entre v et le dhveloppement vk de v. Done u = v. Cl 
ition. Soit u un mot de Lyndon de longueur m qui ne se riduit pas ri la 
Iettre maximum. Soit w un mot 6gal ci u ou pr&e de u. Alors, le mot v = S( it) est un 
mot de Lyndon. 
6moll don. Soit i la longueur de v. On a v[l...i-l]=u[l..J-I] et 
v[i] = s(u[i]). ontrons que v est strictement infhieur g c 
j,l<j~i;v[j...i]estunsu 
e lejet u[l...m]ev[j... 
[I . . . i-l]. s(u[i])(: v[j.. . i], 
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done v<v[j... i]. Le mot v est inf&ieur 5 chacun de ses suffixes, c’est un mot de 
Lyndon. 0 
2.9. Xxemple. On considkre le mot de Lyndon u = aabab, et les p&fixes u, v’ et v”: 
u = aabab, S(u) = aabb; 
i]) = aaba, S(v’) = aabb; 
v” = sob, S(v”) = ab. 
2.10. Proposition. Soit u un mot de Lyndon et n un entier. Soit k l’entier, k > = 0, et 
v le pr$ixe non vide de u tels que D(n, u) = uk . v. Alors, si u ne se Gduit pas & la 
lettre maximum, S(D(n, u)) = uk. S(v) et S( D(n, u)) est un mot de Lyndon. 
bnonstratim. Soit m la longueur de u. 
Si n s m, k = 0, v = D(n, u) est le p&ixe de longueur m de u, S( D( n, u)) = S(v), 
et, d’apr+s la Proposition 2.8, S(v) est un mot de Lyndon. 
Sim<netn=m*k+ravecl~r~m,vestlepr~fixeu[l...r]deu.Lapremi~re 
lettre de v est la premiere lettre de u; ce n’est pas la lettre maximum A4 puisque 
le mot u est un mot de Lyndon, et le mot u ne se reduit pas B la lettre maximum. 
Par consequent, le mot v admet un suivant, done S( uk . v) = uk .S(v). 
D’aprks la Proposition 2.8, S(v) est un mot de Lyndon, S(v) est plus grand que 
u, et, d’apres le Corollaire 2.5, uk .S(v) est un mot de Lyndon. Done, S( D( n, u)) = 
uk . S(v) et S( D( n, u)) est un mot de Lyndotl III 
u = abb, D(8, u) = (abb) . (abb) . ab, 
S( D(8, u)) = (abb) . (abb) . S(ab) = abbabbb. 
2.12. h&e. Soit u un mot de Lyndon qui ne se rtfduit pas ri la lettre maximum 
et n un entier. On 4 
(4 L(n, u) = S(D(n, u)), et, 
(tr) D(n, u) est un pr4fixe de tout mot de Lyndon compris entre u et L(c, u). 
En particulier, si n est inf&ieur ou 4gal ci la longuew de u on a L( n, u) = S(v) 06 v 
est le prkjfxe de longueur n de u. 
S( D(n, u)) est le plus petit mot de longueur au pius n qui est 
superieur a D( n, u). D’aprb la Proposition 2.10, c’est un mot de Lyndon. D’aprb 
la Proposition , il n’y a pas de mot de Lyndon compris entre u et D(n, u). Par 
consequent, S n, u)) est le plus petit mot de Lyndon de longueur au plus n 
supdrieur a u. 
Soit v un mot yndon compris entre pri$ la Proposition 2.7, 
le mot v est n&essairement compris entre n, u)). Le mot v est de 
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la forme w . a. 0’ 06 w est 1 plus long prefixe commun ii !n, 10 et v* On ne peut 
pas supposer que w est diffkent de D( n, u) sans en deduire que w . a est un 
de longueur au plus n compris entre D(n, u) et S( D( n, u)) ce qui est imp 
Par consequent, w = D(n, u). D(n, u) est un pkfixe de v. 0 
Le Thborkme 2.12 trouve une application immediate dans la dbfinition d’une 
fonction de calcul du mot de Lyndorr suivant d’utl autre mot de Lyndon don& 
Algorithme: Mot de Lyndon suivant de longueur bomee. 
entr6e: m, u = w[ 1 . . . m] est un mot de Lyndon; 
sortie: ik,v=w[l...n]avecv=L(n,u). 
fonction L(n, m); 
dCbut 
L:= S(D(n, m)) 
fin. 
2.13. Exemple. Soit n = 8, m = 3, u = abb. 
Iw 
u = labbl 
D(8,u) = labbabbabl 
Iabbabbe) 
S(D(8,u)) = labbabbbl 
L(8, u) = abbabbb. 
Nous pouvons it6rer et engendrer ainsi la suite des mots de Lyndon dont la 
longueur est bomCe par un entier donn6. 
Algorithme: Impression de ia suite des rno!g & Lyndon le ~~~~u~~~~ au 
version ) . 
dCbut 
w[ 11:~ “a”; i := 1; /* u = a est le plu~c petit mot de Lvw%tn -$ 
42 
est le plus gran 
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. Exemple. n = 4: 
IWI 
I I a . . . . 
laaaal 
laaabl 
laabl. 
laabal 
laabbl 
Iable.. 
lababl 
(abbl. 
labbal 
lab661 
PI . . . . . 
--,a 
D 
S + aaab L(4,1)=4 
S+ aab L(4,4)=3 
D 
S + aabb L(4,3) =4 
S-+ ab L(4,4) = 2 
D 
S-, abb L(4,2)=3 
D 
S -+ abbb L(4,3) = 4 
S+ b L(4,4) = 1 
Ce pro&d& a le m&ite de la simplicite puisque seul le dernier mot de Lyndon 
obtenu est nkcessaire pour passer au suivant. Mais il a un inconvtnient que nous 
mettrons en Cvidence n nous inGressant au passage d’un mot de longueur donnee 
5 son suivant de m6me longueur. 
2.1. Arbre des mots de Lyndon et de leurs puissances 
On voit d& a prkent, sur la base du Th6orGme 2.12, comment construire: la suite 
des mots de Lyndon de longueur au plus n, les puissances de mots de Lyndon de 
longueur au plus n, les pr6fixes de longueur n des mots de Lyndon plus longs. 
Algorithme: 
dCbut 
Suite des mots de Lyndon, puissances et pr@ixes tronquk ci la longueur n. 
w[ l] := “a”; i := 1; /* u = a est le plus petit mot de Lyndon */ 
ripetea 
(1): /* u=w[l... i] est un mot de Lyndon */ 
ire w[j+i]= w[j]; /* u = D(n, u) */ 
(2): j* pour chaque j tel que i divise j: w[l . . . j] est une puissance de w[l . . . i] */ 
(3): /* si i divise n, w[l . . . n] est une puissance de w[l . . . i] */ 
(4): /* WC1 . . . n] est un prtf$xe de tout mot de Lyndon compris entre u et L(n, u) */ 
l l - z.- no 
;e i>O et w[i]= M faire i:= i-l; 
mentaires ont justifies par le ThCoreme 2.12. 
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On peut au moyen de cette mCthode, Ccrire ceux des Cl6ments rencontres qui 
nous intkessent, au fur et a mesure de leur obtention. 
2.14’. Exemple. Nous marquons d’une “*” les mots de Lyndon, d’un “+” leurs 
puissances trictes, et par ‘I-” les pr&xes de mots plus longs. 
n=4: 
W 
~ a* . . . . . . . . . I 
a+a+a+a+I D 
~a a a b*I S 
la a b*...I S 
a a b+a-1 D 
a a b b*I S 
a b*......I S 
a b+a b+) D 
a b b*...I S 
a b b+a-1 D 
a b b b*I S 
b* . . . . . . . . . I s 
b+b+b+b+I D 
Dans 1’Exemple 2.14’ ci-dessus, on donne 5 chaque &ape l’image de la totalit 
du mot w[l . . . n]. Dans 1’Exemple 2.14” qui suit, on ne reproduit que la partie du 
mot qui fait l’objet d’une transformation; c’est un suffixe. Les prefixes communs ti 
deux ou plusieurs mots sont conserGs. C’est done l’arbre des mots de Lyndon et 
de leurs puissances tronque a la hauteur n qui est ainsi construit. 
2.14”. Exemple. Pour n = 4. Dans la Table 2 les mots de Lyndon sont marquCs par 
“*“, les puissances par “*” ou “+“, les p&fixes par “-“. 
Table 2 
arbre Lyndon puissances strictes pr&ixe strict 
a* a+ a+ a-r 
0* 
b* a- 
3* 
b* a b-k 
b* a- 
b* 
b* b+ b-k b-k 
a 
aaab 
aab 
aabb 
ab 
abb 
abbb 
b 
aa aaa auaa 
abab 
bb bbb bbbb 
aaba 
abba 
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2.15. Lemme. k temps de calcul &t dt i’ordre du nombre de noxds de l’arbre tronque’ 
ci la hauteur n. 
&non&don. A chaque comparaison dune lettre avec la lettre maximum corre- 
spond la r&criture d’une lettre de w; soit immediatement par w[ i] := s( w[ i]) dans 
le cas 05 cette lettre n’est pas la lettre maximum, dans le cas contraire au tours du 
prochain developpement dans la boucle “pour”. On se convainc aisement que le 
temps total de 
dune lettre. A 
l’arbre. Cl 
calcul est proportionnel au nombre de comparaisons et ri%critures 
chaque kiture dune lettre de w correspond un nouveau neud de 
2.2. D’un mot de Lyndon ti son s&ant de longueur don&e 
Soit u un mot de Lyndon; nous designons par L’( n, u) le plus petit mot de Lyndon 
de longueur n qui est supkeur 5 u. L’idee qui nous vient immediatement a l’esprit 
pour calculer L’( n, u) consiste B itker le passage au suivant jusqu’a obtenir un mot 
de longueur n. 
Algorithme: Mot de Lyndon suivant de longueur don&e. 
entree: n, i, u = w[ 1 . . . i) avec u est un mot de Lyndon; 
sortie: n, v = w[l . . . n], v est le suivant de u de longueur n. 
fonction L’( n, i); 
d6but 
&p&er i := L( n, i) jusqu% i = n; 
L):= i; 
fin. 
= 6, i = 6, u = aabbbb, 
L(6, aabbbb) = ab, L(6, ab) = ababb, 
L(6, ababb) = ababbb, L’(6, aabbbb) = ababbb. 
e. L’execution de L’( n, n) peut nkessiter de l’ordre de n2 com- 
paraisons, et autant de r&kritures d’une lettre. On le voit avec l’exemple qui suit. 
le. Pour n = 2 * k, abk-‘. a. bk est un mot de Lyndon. Le passage 5 
son suivant de m&ne longueur qui est le mot a. b2*k-’ nkessite (k+ l)( k+2)/2 
comparaisons d’une lettre avec la lettre maximum et autant de r&ritures d’une 
lettre. 
On le voit ici en traitant l’exemple n = 10, c’est-a-dire le mot de Lyndon 
abbbabbbbb. La suite des mots de ndon de longueur au plus 10, jusqu’a l’obtention 
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d’un mot de longueur 10 est la suivante: 
entree: w[l . . . lo] = abbbabbbbb 
+-----t 
(abbbabbbbb( motinitiali=lO 
1 a b 6 b W= 1 6 comparaisons 
JabbbbJ suivant i = 5 
I a b b 6 bla b bb b I dkeloppement 
I a b b 6 b a 1 5 comparaisons 
labbbbbl suivant i = 6 
I a b b b 6 bla b 66 I dbveloppement 
1 abbbbb~l homparaisons 
labbbbbbl 
labbbbbblabb 
labbbbbb~ 
Iabbbbbbb) 
labbbbbbb)ab 
labbbbbbb e 
labbbbbbbbl 
I 
:I 
suivant i = 7 
d6veloppement 
3 comparaisons 
suivant i = 8 
developpement 
2 comparaisons 
suivant i = 9 
I abbbbbbbba I developpement 
I a b b 6 b bbbbel 1 comparaison 
I abbbbbbbbb I suivant i=lO 
Soit un total de i( 5 + 1) * (5 + 2) comparaisons et autant de r&critures d’une lettre. 
La sortie est: 10, w[l . . . lo] = abbbbbbbbb. Leprocedb se gbkalise B n = 2 * k avec 
k quelconque. Nous allons voir que nous pouvons faire mieux. 
NOUS nous interessons maintenant plus particulierement au passage d’un mot de 
Lyndon B son suivant de m2me longueur. 
Soit u un mot de Lyndon qui ne se reduit pas & la lettre maximum, nous designons 
par L”(u) le mot de Lyndon suivant de mgme longueur que u. 
Le thCoreme suivant peut se rbumer de la fagon suivante: la suite des mots de 
Lyndon qui s&parent u de L”(u) est une suite de pr&xes de L”(u). Mais s’arrster B 
cette seule forme intuitive serait faire peu de cas de propri&& suffisamment impor- 
tantes par leurs cons6quences pour justifier que nous en donnions une formulatbn 
moins elegante mais plus riche. 
2.19. Th6dme. Soit u un mot de Lyndon de longueur nqui ne se Gduit pas ci la lettre 
maximum; soit w le mot de Lyndon de longueur n suivant de u. 
Si S(u) est de longueur n, w = S(u). 
Si S(u) est de longueur strictement infkrieure ri n, w est de la forme: 
‘II 92 cl 
w=u1 .u2 . ..utt. 
la suite des mots de Lyndon de longueur au plus n compris entre u et w es? suite 
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des pr&xes de w ci-up&: 
u1, 
pour 1 S q’s q2 les pf&fixes ufl . uf, 
. . . 
1 s q’ G qr les pr&fxes u fl . up . . . u~t{ . u f; 
oii tdj et qj sent d@inis par les relations ui rites duns lesquelies sont introduits dj et 5 : 
est la longueur de ul, et q1 = (n - 1) 
. . . r,]), d2 est la lotigueur de u2, et q2 = rI div(d2), r2 = rl mod(d2); 
. . . rJ), dl est la longtteur u,, et = r,+ div(d,), d, dioise r,_) et r, ~0. 
. Exemple. Avant d’aborder la preuve de ‘cet &on&, il peut 6tre agreable de 
1’6clairer par un exemple: 
n=27, u=a2.b6.a.b”= aabbbbbbabbbbbbbbbbbbbbbbbb. 
Nous traitons cet exemple avec en arrike-pen&e l’kriture du programme qui va 
venir en application de ce resultat. C’est pourquoi chaque fois qu’un nouveau mot 
ui est obtenu, on en construit le d&eloppement pkiodique sur la longueur du reste 
du mot ce qui fait apparaftre le pr6fixe u[ 1 . . . ri] en suffixe. 11 est done equivalent 
de faire le passage au suivant sur ce suffixe plutot que sur le pr&xe. C’est ce qui 
est fait, ainsi que l’illustre le schema suivant: 
laabbbbbba bbbbbbbbb bbbbbbbbbl 
I 
, 
\ I 
dl=9 91 =2 5 =9 
(aabbbbbbbl aabbbbbbblaabhbbbbbl 
I -1 
d2=2, q2=4, r2= t 
laabbbbbbbl aabbbbbbb)abla6lablabJa I 
II-I 
d3=15q3=1,r3=0 
laabbbbbbb~aabbbbbbb~ablab)ab~ablb) 
4t-H-i 
I UI I Ul J42 lu2 lu2 Iu2 Iu3. 
~aabbbbbbb~aab~bbbb6(ab~a6lablablbI 
La suite des mots de Lyndon de longueur au plus 27 est; 
k .3 
u1 l Ul l u2, U~.U~.U2.U2, 841 . u1 . u2 . u2 . u2, u1 . u1 . u2 . u2 . u2 . u2, W= 
u1. u1. I.41 . 842. u2. 4. u3 
oii u1= aabbbbbbb, u2 = ab et u3 = 6. 
On remarque que la: n’en fait pas par-tie; une puissance non triviale d’un mot de 
Lyndon n’est pas un mot de Lyndon. Par cosltre, uf .u$ en fait partie, ainsi que 
nous le confirme le Corollaire 2.5. 
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~monstratio~ Le mot u est de longueur n, done D(n, u) = U, et, 
d’aprh le I’Moriime 2? 12, on a Lin, u) = S(u), S(u) est le mot de Lyndon suivant U. 
Dans le cas oti. S(u) est de longueur n, L”(u) = S(u), la question est &glee. 
On suppose que la longueur d, de u1 = S(U) est strictement infkrieure &. ~1. D’apres 
le Theorgme 2.12, le suivant de longueur au plus n de ul, ii savoir L( n, u,), est le 
suivant de D( n, u,). Par ddfinition de Q on a D( n, u,) = ufl . ttl oii tll est le pr&ce 
de longueur rl de ul, done L(n, u) = S(z@ . vJ, D’apr& la Proposition 2.10, on a 
S(Ufl . u,) = z@. S( vl). Posons u2 = S( vl). 11 en r&ulte L( n, 24,) = u:I . u2. 
I1 n’y a rien jusqu’ici de kitablement nouveau. C’est dans le passage de @I . u2 
au mot de Lyndon suivant que se fait jour l’argument d’une simplification dans les 
recherches. 
Soit d2 la longueur de u 2. On se rappelle que dire que u2 est egal a S( v,) c’est 
dire que 
(i) pour d2 < i S rl on a v[ i] est la lettre maximum, 
(ii) uddzl = &Ml), et, 
(iii) u,[! . . . d2-l]=vl[l...dt-11. 
On a D(n, ~71. u2) = ~71. u2 . vi oti v’, est le prbfixe de longueur rl - d2 de ul . Si 
rr - d2 est superieur ou regal 5 d2, vi est un pr6fixe de v1 qui est au moins aussi 
long que le suivant u7 de vl. Dans vi les lettres de rang supkeur B d2 sont done 
kgales 5 la lettre maximum. On a done S( vi) = u2. 
Par consbquent, S(uyl . u2. vi) qui est 6gal B u:l. u2. S( vi) est 6gal a ufl . u2. u2. 
D’apris le ThCor*me 2.12, ce mot uyl . ug est le mot de Lyndon qui suit L( n, u:l. u2). 
Le m6me argument se r6p8te avec r2 - 2 * d2 2 d2, jusqu’a obtenir enfin le mot 
UTI. 112, 4  avec rl - q2 * d2 c d2. (On remarque que pendant cette phase il n’est done 
pas nkessaire de realiser effectivement le calcul du suivant pour obtenir ces mots 
de Lyndon.) On pose r2 = rl - q2 * d2. On sait que r2 < d2. Le prifixe de longueur 
r2 de u2 est done egalement un p&ixe de ul. Notons v2 = u[ 1 . . . r2] ce prefixe. Le 
developpement pkriodique du mot uyl. u,4? am&e le mot v2 en suffixe. Les mcmes 
causes pro&&ant les m&nes effets, les mots de Lyndon suivants ont donn& avec 
u3 = S(v,) par I.@. uf . uJ4 pour q = 1 & q3. 
Ce qui valait pour u2 vaut maintenant pour u3, . . . , u, jusqu’a obtenir un mot de 
longueur n: uyl . . . u? qui est le suivant recherchi L”(u). Cl 
La fonction L”(n) introduite ci-apres, est construite sur la base des r&ultats du 
TGor5me 2.19. Plus complexe a lire que ne le serait son equivalent L’(n, n), cette 
fonction va s’avker plus performante puisque de l’ordre de n (Proposition 2.22). 
On se rappelle (Remarque 2.17) que le nombre de comparaisons pour L’( n, n) peut 
&re de l’ordre de n2. 
Algorit e: Suite des mots de Lyndon d’un mot de Lyndon u ci son suivant de mcme 
ngueur. 
entr6e: u = w[l . . . n], un mot de Lyndon 
sortie: v = w[l . . . n], le mot de Lyndon de longueur n suivant de u. 
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/* La suite des mots de Lyndon compris entre u et v est la suite des w[l . . . i], 
tow prefixes de v, tels qu’ils apparaissent au passage sur les lignes portant ks 
labels (l), (4) et (5). */. 
/* La suite des puissances d’un mot de Lyndon comprises entre u et v est la suite 
des w[l . . . k] tels qu’ils apparaissent au passage sur la ligne de label (2), ce 
sont tous des puissances du suivant de u, et, pour 1~ premibre itkation au passage 
sur la ligne portant le label (3) si i = n - k, W[ 1. . . n] est 6galement une puissance 
*/ 
fonction L”(n); 
d6but 
(0: 
(2) . . 
/* u = w[l . . . n] est un mot de Lyndon *I 
/* calcul du mot de Lyndon suivant de longueur n */ 
* l - ~.-n. 
tantqie w[ i] = M faire i := i - 1; 
w[i]:= s(w[i]); 
/* v=w[l.:. i] est le mot de Lyndon suivant u */ 
si w[l] = M alors L”:= 1 
/* cas particuliec le demier mot de Lyndon M vient d’gtre obtenu */ 
sinon 
dkbut 
/* v ne se Gduit pas ci la lettre maximum M * / 
k:= i; 
tantque i < n - k faire /* boucle 1 */ 
/* dheloppement exact de v = w[l . . . i] */ 
d6but . 
pour j:= 1 Q i faire w[k+j]:= w[j]; 
k:= k+d; 
1% WC1 . . . k] est une puissance de v */ 
fin; /* jin de la boucle 1 *J 
/* WC1 . . . k] est la plus longue puissance exacte de v de longueur au plus 
n-l */ 
tautque i < > n faire / * boucle 2: boucle principale */ 
v=w[l... i] est le dernier mot de Lyndon obtenu */ 
w[l] est di#Zrent de M */ 
WI1 . . . k] est &gal ci v ou ci une puissance de v */ 
r=n-k */ 
premihe it&ration on a i G k, 0 < n - k G i */ 
deuxit?me it&ration on a i = k, 0 < n - k < k */ 
d6but 
/* d&elopper( k) = dhelopper( i) */ 
ire w[k+j]:= v ij]; 
/* w[k+l...n]=w[l... n - k] est un pr&ixe de v */ 
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‘(3 . . /* premihe it&ration uniquement: si n - k = i, w est une puissance de v */ 
/* passage au mot de Lyndon suivant */ 
l l - I,- n* 
ta&~ w[ i] = M faire i := i - 1; 
/* on a k<isn, car w[k+l] estdiffkrentde M */ 
w[i]:= s(w[i]); 
(4) . . /* w[l . . . i] est le mot de Lyndon suivant v */ 
d:=i-k; 
/* wV . ..d-l]=w[k+l . . . k+d-11, w[i]= w[k+d]=s(w[d]) */ 
/* d est l’indice maximum d’une lettre de w[l . . . n -k] qui n’est pas la 
lettre maximum M */ 
tantque d < = n - i faire /* bouele imbriquke 2.1 */ 
/* &elopper( i) et suivant( n) reviennent ci */ 
d&ut 
pour j':= 1 ii d faire w[i+j’]:= w[k+j’]; 
i:= i+d; 
(5) . . /* w[l . l . i] est le mot de Lyndon suivant */ 
fin; /* fin de la boucle imbriquie 2.1 */ 
k:=i /* on a Wn-k<d */ 
fin; /* fin de la boucle 2 */ 
L”:= n; 
fin /* fin du sinon */ 
fro /* jin de la procedure */ 
Dhmonstration. Compte tenu des rhltats du ThGorGme 2.19, les commentaires 
d&elopes tout au long du programme tiennent lieu de demonstration. Cl 
Remarqus. Les rhultats intermGdiaires, au passage sur les lignes portant les labels 
(l), (4), (S), et, les lignes (2), (3) ne sont pas directement exploit&. On retient 5 ce 
niveau qu’ils peuvent l%tre puisqu’ils sont explicitement d&erminCs. C’est done 
l’ensemble des mots de Lyndon et des puissances qui est dCterminC au tours de ce 
calcul du mot de Lyndon suivant de longueur n. 
2.21. Lemme. Soit u un mot de Lyndon de longueur n, soit u1 le mot de Lyndon suivant 
de u de longueur au plus n, soit d, la longueur de ul, et ql, rl les entiers tels que 
lsr+dl, n=q,* dl+rl. 
Lors de l’ex&ution de la fonction L”( n ) avec w[ 1 . . . n] = u, le nombre total de 
comparaisons d’une lettre avec la lettre maximum M est igal d 1 si d, = n, major6 
parn+l-d,+r, sid,<n. 
kmonstration. Notons d( 1) la valeur de i quand on aborde pour la premibre fois 
la boucle principale 2. A ce stade on a fait exactement n - d (1) + 1 comparaisons 
d’une lettre avec la lettre maximum M. 
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Notons k(l) la valeur de k a I’entree de la lieme iteration de la boucle princip;r\e, 
et, r( 1) = tt - k(I), et d( I + 1) la valeur prise par d quand on pose d := i - k au tours 
de cette lieme iteration. Pour la lieme itkation on fait r( 1) - d( I + 1) + 1 com- 
paraisons dune lettre avec la lettre maximum M Ceci se rep&e jusqu’a ce que l’on 
obtienne r(t) = 0 apres t - 1 iterations de la boucle 2. On reconnatt en d( 1) et r( 1) 
les entiers d, et rl introduits dans le TlGoreme 2.19. Et on a rl s dl , et pour 
2slGt-1 on a r,Cdl, et r,=O. 
Le nombre total de comparaisons d’une lettre avec la lettre maximum est done: 
(n-d,+1)+(r,-t&+1)+ l l +(r+*-d,+1) 
=n+l+(r,-d,)+(r,-t&+1)+* l l +(r,-I-d,_,+1)+(-d,+1) 
sn+l+r,-d,. 0 
2.22. Proposition. Lors de l’exkution de la fonction L”(n): 
(a) le nombre total de comparaisons ’excsde pas n + 1; 
(b) le nombre total de r&critures d ‘une lettre est &gal au nombre total de com- 
paraisons. 
Dkmonstratiotm. D’apres le Lemme 2.21 le nombre total de comparaisons est major6 
par n+l+r,-d, avec rl s dl . A chaque comparaison d’une lettre w[ i]: 
- au cas w[ i] = M correspond l’affectation i := i - 1 puis une r&criture sur cette 
lettre de rang i lors du developpement B venir, 
- au cas w[ i] < > M correspond le remplacement immediat de cette lettre par sa 
suivante dans l’ordre de l’alphabet. 
Le nombre de &critures dune lettre est done 6gal au nombre de comparaisons 
d’une lettre. Cl 
Avec cette methode nous passons done d’un mot de Lyndon de lo:j,“*!eur fi a son 
suivant de m6me longueur en temps lineaire. Lors de ce calcul, la determiblation 
des intermediaires reste effective. Ces intermediaires-mots de Lyndon et 
de longueur au plus n qui sont compris entre le mot entre et son suivant de longueur 
n-sont done determines en temps lineaire. Comparativement 5 la methode prk 
cedente nous n’avons pas ici la construction effective de tous les prefixes de mots 
de Lyndon plus longs. 
8 et u = aababbbb. Les mots de Lyndon sont marques par 
“*” et les puissances trictes de mots de Lyndon par “+“. 
aababbbb 
aah===== 
aabb*aabbb+ u,=aabb 
aabbab*ab* u-,=ab 
Classes de conjugaison et mats de Lyndon 279 
Entre u = aababbbb et son suivant on a, avec les notations du ThCoreme 2.19, 
Ul = aabb, la puissance 2 de u1 est aabbaabb, et les mots de Lyndon intermediaries 
sont u1 . u2 et u1 . u2. u2 qui est le suivant de longueur 8. 11 n’y a aucune puissance 
d’un mot de Lyndon autre que celle de u1 puisqle la longueur du second mot est 
mkessairement sup6rieure a $2. 
Du fait du passage direct de u1 . u2 ii u1 . u2. u2 on a perdu le developpement de 
u1 . u2 ii la longueur 8, c’est-a-dire le mot aabbabaa qui est un prbfixe du mot de 
Lyndon aabbabaabbb entre autres. 
2.3. Arbre des mots de Lyndon et leurs puissances, de longueur au plus n 
De man&e analogue a ce qui a it6 fait a la Section 2.1, c’est cette fois l’arbre 
des mots de Lyndon et des puissances de longueur au plus n que l’on construit en 
s’appuyant sur la mkhode L”. 
Algorithme: Mots de Lyndon et puissances de longueur au plus n. 
d&but 
w[1] := a; /* le plus petit mot de Lyndon est a *I 
pour j := 1 5 n - 1 faire w[ j + l] := w[ j]; /* puissances de a */ 
w[n]:= s[a]; /* premier mot de Lyndon de longueur n */ 
r6p6ter 
i := L”(n) /* mots et puissances intermkdiaires */ 
jusqu’g i = 1; /* le plus grand mot de Lyndon est M */ 
pour j:= 1 & n - 1 fpire w[ j+ l] := w[ j]; /* puissances de M */ 
fin. 
2.24. Exemple. Pour n = 6 (voir la Table 3). 
2.25. Proposition. Le temps de calcul de l’arbre des mots de Lyndon et puissances de 
longueur au plus n est de l’ordre du nombre de ses neuds. 
DCmonstration. Petite nuance par rapport aux d6monstrations pr&dentes, chaque 
r&criture dans w ne donne pas lieu a la creation d’un nouveau noeud. En effet, 
certains prbfixes sont obtenus qui ne sont pas represent&. L’ordre de grandeur du 
temps de calcul reste cependant le mEme. 
Pour voir cet ordre de gra:ldeur eportons-nous a l’analyse du Lemme 2.21. Entre 
un mot de Lyndon de longueur n et son suivant, il existe au plus une puissance 
exacte de longueur n, rep&enter cette puissance c’est cr6er n - d, + 1 noeuds. Reste 
a crCer au plus rl nozuds pour le mot suivant de longueur n. S’il n’y a pas de 
puissance eAacte de longueur n c’est exactement n- d, + 1 noeuds qui sont cr&s. 
Sachant que rl < n + 1 - d, , le nombre de comparaisons et le nombre de naeuds cr&% 
sont du m6me ordre. Cl 
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Table 3 
arbre Lyndon 
a* a+ a+ a+ a+ a+ 
b* 
b* b* 
b* a b* 
b* b* 
b* G a b+ 
b* b* 
ii* a b* 
b* b* 
b* a b+ a b+ 
b* b* 
b* a b bi- 
b* b* b* 
b* b+ b-k b-t- b-i- b+ 
a 
aaaaab 
aaaab, aaaabb 
aaab, aaabab 
aaabb, aaabbb 
aab 
aabab, aababb 
aabb, aabbab 
astbbb, aabbbb 
ab 
ababb, ababbb 
abb 
abbb, abbbb, abbbbb 
b 
puissances strictes 
aa, aaa, aaaa, aaaaa, aaaaaa 
aabaab 
abab, ababab 
abbabb 
bb, bbb, bbbb, bbbbb, bbbbbb 
3. G6nCration d’une section des classes de cox@g&sm de longueur fixhe 
Unmot w=~~... a, est grimitif s’il n34t pak puissance d’un autre mot; le mot 
w est primitif si et seulement si il est. cM?re~ de chacun de ses conjugu6s propres 
aj.. .4,,Q1.. . U&l, J ‘> 1. 
La classe de conjugaison d’un mot primitif contient exactement n ClCments tous 
distincts; ces Clements ont eux-mcmes des mots primitifs. Le fait d’gtre primitif est 
une propriet6 de la classe. Et, d’apk la Proposition 0.1, nous avons le r&ultat 
suivant. 
sition (Rappel Proposition 0.1 (b)). Le plus petit reprtfsentant d’une classe de 
conjugaison primitive est un mot de Lyndon. 
Engendrer une section des classes de conjugaison primitives de longueur n, 
c’est-a-dire ngendrer un representant par classe, revient 5 gktbrer la suite des mots 
de Lyndon de longueur n. Ce que nous savons faire au moyen de la fonction L” 
dCfinie B la section prMdent. 
orit e: GWration d ‘une section d, 7 classes de conjugaison primitives de 
longueur k2. 
w[1] := a; /* la premi&e lettre de l’alphabet */ 
i := L(n, 1); /* premier mot de Lyndon de longueur n */ 
er 
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jusqu’ii L”(n) = 1; 
/* L” calcule dans w le mot de Lyndon suivant de longueur n */ 
. 
D’apr&, la Proposition 2.22, le temps qui &pare l%criture d’un reprk?.tant de 
l’&riture’ du suivant est au plus de I’ordre de n. Cette mCthode est done plus 
performante que celle que nous avons prbentbe dans l’introduction. 
3.1. Exempk. Classes de conjugaison primitives pour ti = 6. On se reporte a 
I’Exemple 2.20 oti les mots de Lyndon de longueur 6 sont donnCs: 
aaaaab, aaaabb, aaabab, aaabbb, 
aababb, aabbab, aabbbb, ababbb, abbbbb. 
Les cinq autres classes de longueur 6 sont 
aaaaaa, aabaab, ababab, abbabb et bbbbbb; 
Ce ne sont pas des classes primitives. 
Unmot w=a,... a,, est imprimitif s’il est de la forms: w = uq avec q 3 2. Pour 
tout mot w, il existe un unique mot primitif u et un unique cntier q tels que w = uq; 
nous disons que w est m-primitif si m est la longueur de l’unique mot primitif u tel 
que w = uq. 
Les conjuguds dun mot w = uq sont les mots de la forme w’= vq ou v est un 
conjugu6 de u. Un mot m-primitif admet m conjugu& distincts qui sont eux-mGmes 
des mcts m-primitifs. 
Proposition (Rappel Proposition 0.1 (c)). Le plus petit reprksentant d ‘une classe 
m-primitive st un mot de la forme uq oti u est un mot de Lyndon de longueur m. 
Dhmonstratisn. Soit w = vq ou v est un mot primitif; soit u le plus petit conjugue 
e plus petit representant de la classe de w est uq. Cl 
POM engendrer une section des classes de conjugaison de longueur n, il s’agit 
done d’engendrer non seulement les msts de Lyndon mais egalement les puissances 
de mots de Lyndon qui sont de longueur n. Les classes ont ordonnees elon l’ordre 
de leurs reprbentants. 
3.2. mme. Soit u un mot de Lyndon de longueur n. Le mot u est un reprhentant 
d’une classe de conjugaison C de longueur n. Soit v le mot de Lyndon suivant u de 
longueur au plus n, v = L( n, u ). Soit C’ la classe de longueur n suivante de C. 
Le reprhentant de C’ est 
D(n, v) si D(n, v) est une puissance de v, 
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L”(u) s&non. 
Si .e reprtkentmt de C’ est D(n, v) Je reprhentant de la claase de longueur n suivante 
de C’ est L”(u). 
6monstrath. Le reprkentant uIq de C’ est compris entre u et L’(u): u < u’~ G 
L'(u). D’apr+s la Proposition 2.7, il n’existe aucun mot de Lyndon compris entre 
to et u’s par consequent, u< u’s L”(u). 
Si q = 1, u’ est un mot de Lyndon de longueur n, done u’ = L”(u). 
Si q > 1, la longueur de u’ est inf&ieure ou dgale 5 fn. Le mot u’ est un mot de 
Lyndon compris entre u et L”(u). Or, d’apr5s le Theor5me 2.19, le seul mot compris 
entre u et L”(u) qui puisse Gtre de longueur infkieure ou egale $ in est le suivant 
immediat v = S(u). 11 s’en deduit que u’ = v. Le representant de C’ est uIq = D( n, v). 
D’apres le Theoreme 2.19, la longueur des mots de Lyndon suivants est strictement 
supkieure 5 $2, par consequent, le reprksentant de la suivante de longueur n & C’ 
est le mot & Lyndon suivant de longueur n, c’est L’(u). Cl 
D’aprk ce lemme, les representants des classes imprimitives ont reconnus lors 
de l’exkution de la fonction L’ au fait qu’a la premiere itCration de la boucle 
principale (boucle 2) on a n - k = i On peut done inclure k la ligne portant le label 
(2) dans la definition de la fonction L”, l’kiture de la classe imprimitive w[ 1. l l n] 
chaque fois que l’on est dans le cas ou n - k = i g la premiere iteration. De cette 
faGon ce sont tous les representants des classes de longueur n, primitives et imprimi- 
tives, qui sont obtenus. Le passage d’une classe primitive 5 la suivante est toujours 
fait en un temps au plus n. 
La r&criture de la fonction L’ ainsi transformee st immediate. 
3.3. Exemple. Pour les classes de longueur 6: 
Jaaaaaa] 
1 aaaaab) 
laaaabbl 
JaaababJ 
JaaabbbJ 
I a a da lo 6 I intermediaire note: 3 + classe: aabaab 
laabbabl 
(aabbbbl 
1 a b)a b b b I intermediaire note: 2 + classe: ababab 
I a b bib b b I intermediaire note: 3 * classe: abbabb 
I bbbbbb( 
Nous avons amplement vu comment engendrer les mots de Lyndon et leurs 
puissances. Sachant que les representants des classes ont des mots de Lyndon et 
uissances des mots de ndon, il n’y a g&e & ajouter sur le sujet. 
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Conclusion 
Nous avons atteint l’objectif que 
tiellement une section de 
m6morisant que le reyr6se 
On comprend I’inte&t d 
sait que pour n premier et 
et k classes imprimitives. (Ceci vie 
seuls mots imprimitifs sont le puissances d’une let 
repartisoent en classes de n m 
DCsignons par Np(n) le nombre de classes primitives de longueur n et N(n) le 
nombre total de classes de longueur n. Que n soit premier ou non, on a 
k” = n, * N,(n,)+n,* N&a,)+* 8 l +n, * NJn,), et 
oc n*,nz, . ..) n, est la suite des diviseurs de n. (Ceci vient du fait que chaque cfasse 
de longueur n est niBprimitive pour un certain ni diviseur de n, et chaque classe 
+primitive contient nj mots distincts.) 
Le nombre de mots de Lyndon de longueur n est les nombre de classes primitives 
de longueur n. Designons par l&(n) fe nombre de mots de Lyndon de longueur au 
plus 31, on a: 
N&(n)= Np(l)+ N,(2)+* . l + N&Z). 
Nous avons port6 avec le Lemme 2.21, une apprkiation sur le temps maximum 
qui s6pare l’obtention d’un mot de Lyndon de longueur n de I’obtention de son 
suivant. Par contre, nous n’avons donnC aucune evaluation du temps total de calcul 
en dehors du fait que ce temps est de l’ordre du nombre des naeuds de l’arbre des 
mots de Lyndon et leurs puissances de longueur au plus n. Ceci reste a determiner. 
Dans tous les calculs nous nous sommes tenus B la contrainte que nous nous 
&ions imposbe, 5 savoir ne m6moriser qu’un seul mot & la fois. Les diff 6rents rkultats 
intermgdiaires obtenus sont reconnus mais ne sont pas m6!moris& pour &re utilis6s 
par la suite dans le calcul. Que peut-on dire si l’on s’autorise B utiliser l’arbre au 
fur et B mesure de sa construction? Qu’en est-il de la construction de l’automate 
minimal reconnaissant les mots de Lyndon ou classes de longueur au plus n ? 
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